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Guia Corta:
Minimizacién (Aproximada) de AFD’s usando Derivadas

1 Derivada de una Expresiéon Regular

Recordemos la definicién de la derivada de un lenguaje. Sea 3 un alfabeto, L un Lenguaje sobre
> y a un simbolo en ¥; se define la derivada D,L, de L con respecto a a, como:

D,L = {w|aw € L}

Definiremos ahora el concepto de derivada de una Expresion Regular. Sea Y. una alfabeto, e
una Expresion Regular sobre ¥ y a un sfimbolo en 3; se define la derivada Dge, de e con respecto
a a mediante las siguientes ecuaciones:

D=0
D)\ =10
sia=1b
Db:{ siab Vbe X
Dy(s+1t) = Dgs + Dqt
Dq(st) = (Das)t + A(s)Dq
Dq(s%) = (Das)s*

En la definicién anterior A es una funcién que evalia en A si el argumento pasado reconoce A
y (0 de lo contrario. Podemos definir este comportamiento a través de las siguientes ecuaciones:

A) =10
AN =)
Aa=0 VaeX
A(s+1t) = As+ At
A(st) = As At
A(sx) = A

Notese que el papel que juega entonces A en la ecuacion Dy (st) = (Dgs)t + A(s)Dgt, es la de
incluir Dyt si A € sem(s). Esto, ya que de ser asi sem(st) incluiria todas las palabras en sem(t)
v por tanto deben derivarse estas tltimas también.



La definiciéon de derivada sobre una FExpresion Regular, andlogamente puede extenderse para
tratar con frases de un alfabeto X, ademés de simbolos. Tal extensién vendria definida por las
siguientes ecuaciones:

Dye=c¢
Dyoe = Dy(Dye), con a € ¥, w € ¥*

Habiendo definido la derivada de una Expresién Regular, es importante notar la siguiente
propiedad:

sem(Dye) = Dy,sem(e)

Lo cual nos asegura que derivar una Expresion Regular es equivalente al haber derivado sobre
la seméntica de la misma. Sin embargo, es méas sencillo derivar la Expresion Regular, ya que su
representacion es unica (dos Expresiones Regulares pueden ser equivalentes si su semantica es
igual, pero solo son iguales si son la misma Expresion Regular).

2 Autémata Finito Determinista usando Derivadas

Construiremos ahora un Autémata Finito Determinista, basado en la nocién de derivadas. Note-
mos primero que derivar una Expresiéon Regular e, bajo un simbolo a € 3, resulta en una nueva
Expresiéon Regular que representa lo que quedarfa por ver, habiendo leido a.

Si la seméntica de una expresion resultante contiene A, entonces estd permitido no leer mas

y la palabra construida a través de los pasos de derivacién pertenece al lenguaje. Esto altimo se
puede ver a través de la siguiente propiedad:

w € sem(e) = X € sem(Dye)

Esta nocion nos lleva a ver una Expresion Regular directamente como un Autémata Finito
Determinista, donde las transiciones son dadas por cada derivada y los estados finales son aquellos
donde la seméntica de la expresion resultante contenga A.

Formalmente, dada una expresion regular e sobre un alfabeto ¥, construiremos el Autéomata
Finito Determinista M de la siguiente manera:

M, = (3,Q,96,q0, F), donde

e X es el alfabeto sobre el cual estaba e.

o ) ={Dye | we X*} es el conjunto de las derivadas sobre todas las posibles frases.



e Vg,a:q€e QNa€X:d§qga) = Dyq). La funciéon de transicion con a se define por la
derivada sobre a.

e o = D)e, estado en el que atn no se ha lefdo nada.

o F={q|qe QAN Ag= )}, estados cuya semantica incluye a A.

El conjunto de estados propuesto, @ = {Dye | w € ¥*}, parece ser infinito ya que hay infinitas
posibles frases w € ¥*. Sin embargo, éste no es el caso. Las derivadas sobre las frases se repiten,
asegurando que la cantidad de derivadas resultantes sea finita. Esto, ya que si no fueran finitas,
en realidad la Expresién Regular original no tenia una forma finita y por ende no era realmente
Regular. !

2.1 Construccion Sistemaéatica

Una vez sabemos la estructura que tendra el Autémata Finito M., sabiendo que la cantidad de
estados es finita, procedemos a descubrir cuales son dichos estados. Para ello, se dara una forma
de construccién sistematica basada en prefijos.

La propiedad mas importante a considerar para el correcto funcionamiento de este proceso es
la siguiente:

(Vz,y,z 1 x,y,2 € ¥ N Dyge = Dy,e: Dyze = Dye)

En otras palabras, si una derivada sobre una frase w es igual a otra derivada ya encontrada,
entonces calcular las derivadas sobre frases que tengan como prefijo a w seria redundante, pues
va se habrian calculado.

El algoritmo entonces seria el siguiente:

1. Se crean dos conjuntos @ =0y S = {Dye}

2. Mientras S # ()

2.1) Tomar un elemento ¢ € S:

22) Q=QU{q}

23) S=5—-{q}

24) S=SU{Dyq | a€XNDyq¢Q}

3. Devolver @

'De hecho, si la Expresion original era infinita, esta maquina atn es valida. Sin embargo, el resultado ya no es
un Automata Finito sino una generalizacion del mismo conocido como una Mdquina de Estados. Estas maquinas
liberan la restricciéon de la finitud del conjunto de estados. Estos no tienen representacion grafica simple, pero si
diversas aplicaciones practicas (Por ejemplo, moverse a través de un plano en algin espacio cartesiano buscando
un punto que cumpla con alguna propiedad en particular). Sin embargo, no son parte del alcance del curso de
Traductores e Interpretadores.



En el algoritmo anterior, @ es el conjunto de estados definitivos y S es el conjunto de estados
candidatos. (Puede verse como analogo a la nocion de caminos cerrados y caminos abiertos del
Modelo General de Etiquetamiento.)

Este algoritmo nos devuelve el conjunto de estados del autémata deseado. La funcién de
transicion, los estados finales y el estado inicial se pueden conseguir ahora a partir de la definicion
de M., presentada anteriormente.

2.2 Ejemplo detallado

Usaremos el algoritmo visto, ahora sobre un ejemplo concreto. Sea e = (0 + 1)« 11 la Expresion
Regular, sobre el alfabeto ¥ = {0, 1}, cuya semantica es la de todas las frase compuestas de 0’s
v 1’s, tal que terminen en al menos dos 1’s.

Construiremos ahora las derivadas sobre todos los posibles prefijos que den resultados difer-
entes, tomando los mismos en orden lexicografico. Primeramente el caso base y el estado inicial
del Autoémata resultante:

Dye =¢e
Ahora, se derivaré sobre la frase que solo contiene al simbolo a:

Doe = Do((0+ 1) 11)
= Do((0 + 1)) + A((0 + 1)) Do(11)
= Do(0+1)(0 4 1)% 11 + Do(11)
= (Dg0 + Do1)(0+1)x 11 + 0
=A+0)(04+1)x11
=(0+1)*11

= D)e

Noétese que Dge = D)ye, por lo que ambos estados son equivalente y continuar con frases que
tengan a a como prefijo serfa redundante. Se derivaré ahora sobre la frase que solo contiene al
simbolo b:

Die = Di((0+1)*11)
= D1((0+ 1) + A((0 + 1)) D4 (11)
= D1(0+1)(0+1)* 11 + D;(11)
=@+ XN)0+1)x11+1
=0+4+1)x11+1
=e+1

Como Dje es una expresion que atn no se habia obtenido, se agrega el mismo al conjunto de
estados definitivo y se contintia derivando sobre las frases que tengan 1 como prefijo.



Dipe = Do(D1)
= D0(€+ 1)
= Dge + Dyl
=e+0
=e

= D/\e

D11€ = Dl(Dl)
= D1(6+1)
= Die+ D41
=e+1+A

Di1pe = Do(D11)
= Do(e + 1 + A)
= D06 + Dol + Do)\
e+0+0
e
= Dye

D111€ =S Dl(Dll)
=Di(e+1+X)
= Die+ D11+ DA
=e+1+A+0
=e+1+A
= D11€

Como ya no quedan prefijos posibles, el algoritmo termina. El conjunto de estados resultante
es Q = {Dye, D1e, D11e}, el estado inicial es Dye y el conjunto de estados finales es F' = {Djje},
ya que es el tnico donde ADj1e = A. La funcién de transicion viene de derivar cada uno de los
estados, con cada simbolo en 3 y ver a que otro estado lo lleva.

El autémata resultante para nuestro ejemplo serfa:




2.3 Minimalidad del Autémata Conseguido

Como lo dice el titulo de la presente guia, el Autémata Finito construido a partir de este método,
para la Expresion Regular e, es una aprozimacion al Autémata Finito Determinista Minimo
para sem(e). Sin embargo, el método otorga en general aproximaciones cercanas aplicando un
método mucho menos elaborado que el algoritmo tradicional (también conocido como algoritmo
de Hopcroft).

Por lo tanto, si se pide que se halle el Autémata Finito Determinista Minimo para sem(e), no
basta con aplicar el presente algoritmo. Una vez terminado, se debe aplicar el algoritmo tradi-
cional de minimizacién sobre el resultado de este. Muy posiblemente, sin embargo el autémata
dado ya sea minimo o la cantidad de pasos de separacién de clases sea muy pequena, por lo que
el esfuerzo requerido en esta segunda fase es relativamente pequeno.

3 Ejercicios sugeridos

1. Sobre el alfabeto ¥ = {0,1}, sea e = 0(0 + 1)* 1(0 + 1)* 0. Halle el Autémata Finito
Determinista con el método visto, usando derivadas.

2. Sobre el alfabeto ¥ = {a, b}, sea e = a(ab+ ba) b. Halle el Autémata Finito Determinista
con el método visto, usando derivadas.

3. Demuestre que L(M,) = sem(e).
Pista: La propiedad sem(Dye) = Dysem(e), podria serle util.
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